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Обоснована целесообразность использования двойного ряда Фурье для расчета спектра модулированных сиг-
налов. Описаны ограничения его применения для отфильтрованных сигналов. Предложена методика совмест-
ного применения рядов Фурье одной и двух переменных, основанная на методе наложения, которая позволяет 
получить спектральную характеристику сигнала в свернутой форме.  Библ. 2, рис. 2. 
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Импульсная модуляция находит широкое применение в устройствах силовой электроники, что обуслов-
лено простотой реализации и возможностью достижения высокого КПД. При формировании выходного синусо-
идального сигнала период Т несущего сигнала, как правило, значительно меньше периода Θ выходного синусо-
идального сигнала (Т<<Θ), что при использовании ряда Фурье одной переменной обуславливает громоздкость 
расчетов в связи с необходимостью суммирования спектра каждого периода несущего сигнала. Применение ряда 
Фурье двух переменных [2] позволяет представить частотную характеристику модулированного выходного на-
пряжения в свернутой, то есть более удобной форме. После прохождения выходного модулированного напря-
жения через выходной фильтр преобразователя его частотная характеристика изменяется, но именно она и пред-
ставляет интерес, так как определяет параметры выходного напряжения и качество работы фильтра. Непо-
средственное определение реакции фильтра по составляющим двойного ряда Фурье является трудоемкой про-
цедурой. В статье рассмотрена методика совместного применения рядов Фурье одной и двух переменных для рас-
чета спектральных характеристик, что значительно уменьшает количество математических вычислений. 
Методика основывается на методе наложения, что позволяет представить суммарную реакцию хМ(t) 
фильтра при воздействии на него широтно-модулированных сигналов как суперпозицию реакции на каждый 
импульс модуляции xi(t) с несущей частотой ω  
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где N – количество импульсов широтно-импульсной модуляции (ШИМ). 
Реакция на каждый  импульс состоит из двух частей (рис. 1). На интервале длительности i-го импульса 
(Тi, Ti + ti) реакция цепи xi(t) находится с помощью интеграла Дюамеля [1] 
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где еА – матричная экспонента электрической цепи, V(t) – 
внешнее воздействие. 
На интервале, начинающемся после окончания импульса и 
длящемся до конца периода модулированного сигнала (Ti +ti; Θ), 
в цепи протекает свободный процесс xBi(t), который описывается 
выражением 
                     ( )0( )
−= A tBi ix t x e τ ,                                            (3) 
где х0і – значение переменной в момент окончания импульса 
 
                                  Рис. 1                                                                                        х0і = хі(Ti +ti).      (4) 
Рассмотрим  случай  модуляции с помощью  прямоугольных  
импульсов амплитудой Um, что упрощает выражение (2) 
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где І – единичная матрица, ХВ – вынужденное значение сигнала.  
При использовании формул (3) и (5) реакция цепи на каждый импульс рассчитывается независимо. При 
этом реакции на импульсы модуляции соответствуют временным интервалам импульсов модуляции, что объясняет 
удобство использования двойного ряда Фурье, а для составляющих свободного процесса на каждый импульс – ряд 
Фурье одной переменной.  
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Рассмотрим методику расчета спектра однополярной широтно-импульсной модуляции (ШИМ)  II рода 
с модуляцией заднего фронта [2] при включении на выходе модулятора L-фильтра, нагрузки с сопротивлением 
R и источника напряжения ЕИ. Пусть на интервале накопления энергии и на интервале передачи энергии в 
нагрузку параметры схемы замещения одинаковые, а ее постоянная времени равна τ = L/R. На рис. 2, а показана 
примерная форма напряжения на выходе модулятора UМ и ток нагрузки ІR(t) для случая k = ω/Ω = 20. 
 
Рис. 2 
 
На первом этапе ток IR(t) представляется как сумма токов, вызванных начальными условиями в начале 
полупериода сигнала модуляции І0П и каждым импульсом ШИМ ІШІМ(і) длительностью γі·Т, где γі – коэффициент 
заполнения импульсов на i-м периоде ШИМ 
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Временные диаграммы составляющих тока нагрузки показаны на рис. 2, б. После этого составляющая 
тока, вызванная i-м импульсом ШИМ, рассматривается отдельно на двух временных интервалах:  1)  (і−1)Т ... 
((і−1)+γі)Т − источник напряжения подключается к нагрузке; 2) ((і−1)+γі)Т…Θ/2 – свободная составляющая на i-й 
импульс ШИМ. Результат разделения во временной области составляющих тока показан на рис. 2, в – переходные 
составляющие реакций на каждый импульс, которые рассчитываются с помощью двойного ряда Фурье, и рис. 2, г – 
свободные составляющие на каждый импульс ШИМ, которые рассчитываются с помощью ряда Фурье одной 
переменной. Очередность расчета спектра составляющих рис. 2, в и г не влияет на конечный результат. 
 Вначале рассмотрим последовательность расчета спектра составляющих тока с помощью двойного ря-
да Фурье. Ток i-го импульса ШИМ ІШІМі(1) описывается следующим выражением: 
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где ІВ = ЕИ/R – вынужденная составляющая тока нагрузки. 
Для расчета спектра введем переменные х=ωt, y=Ωt. Подставляя аналитическое выражение импульсов 
тока, которые описываются выражением (7), в формулу для расчета спектра модулированного сигнала [2], 
получим                           
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где Е = 2π/С, С – амплитуда пилообразного напряжения. 
Разделим интеграл (8) на две части 
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Обозначим первую часть выражения (9) в квадратных скобках  Аmn(1) + jBmn(1). Она описывает спектр 
напряжения (тока) для случая активной нагрузки и рассчитана в [2] 
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Для упрощения второй части выражения (9) проинтегрируем его по переменной х 
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При условии симметрии функции модуляции f(y) относительно начала координат выражение (11) 
упрощается. Для парных n оно равно нулю, а для непарных 
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 Сумма выражений (10) и (12) позволяет получить в свернутой форме часть спектра реакции цепи с 
частотой модуляции ω, что уменьшает объем вычислений. Спектр составляющих тока с периодом модули-
рующего сигнала Θ, изображенных на рис. 2, г, рассчитывается с помощью ряда Фурье одной переменной по 
формуле  
а б 
в г 
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где І0В(2)(y) – начальные условия в начале полупериода модулированного сигнала, ІіВ(2)(y) – составляющие тока, 
вызванные i-м импульсом ШИМ, на интервале ((і−1) + γі)Т … Θ/2. 
Составляющая І0В(2)(t) рассчитывается по формуле 
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Составляющие ІіВ(2)(t) равны нулю, в случае t ≤ (i – 1 + γі)TШІМ. В другие интервалы времени они равны 
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где значения тока IШІМі(1)(γіТ) рассчитываются по формуле (7). Подстановка выражений (14) и (15) в формулу 
(13) дает следующий результат:  
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Первое слагаемое в формуле (16) рассчитывается непосредственно, в другом слагаемом – меняется 
очередность операций интегрирования и суммирования ( )/02 ( 1) 1 / ( 1/ )nn n ПA jB I e jn− Ω+ = − − − Ω +π τ π τ  
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Расчет коэффициентов ряда Фурье модулированного сигнала состоит в суммировании коэффициентов 
каждой составляющей, рассчитанных по формулам (10), (16), (17). В целом разработанная методика значительно 
уменьшает объем расчетов и дает возможность описать спектральную характеристику в компактном виде. 
 Выводы. 1. Использование метода наложения дает возможность представить суммарный переходной 
процесс в цепи как сумму переходных процессов, вызванных каждым импульсом модулированного напряжения, что 
позволяет разделить составляющие, спектр которых целесообразно рассчитывать с помощью рядов Фурье одной или 
двух переменных. 
 2. Совместное использование рядов Фурье одной и двух переменных позволяет уменьшить объем вы-
числений и получить спектральную характеристику сигнала в свернутой форме.  
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Обґрунтовано доцільність використання подвійного ряду Фур’є для розрахунку спектру модульованих сигналів. 
Описано обмеження його застосування для відфільтрованих сигналів. Запропоновано методику спільного за-
стосування рядів Фур’є однієї і двох змінних, яка базується на методі накладання, що дозволяє отримати 
спектральну характеристику в згорнутій формі.  Бібл. 2, рис. 2. 
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Expedience double Fourier series using for modulating signals calculating  are validated. Restriction for filtering 
signals are describing. Method Fourier series one and two variable collective using, which based on superposition 
method and give spectrum response in convolute  form are proposed.  References 2, figures 2. 
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